








pasma. Je-li pro konkrétni aplikaci dulezité ptredpovidat pouze pozvolné zmény v trendu
casové tady, pak bude pro predikéni model zvolen koeficient & co nejblize ¢islu 1. Pokud
naopak bude v jiné aplikaci dilezité predpovidat i déje s rychlou dynamikou, bude zfejmé
zvolena niZ8i hodnota koeficientu . Ma-li byt rozvaha ve frekvencni doméné smysluplna, je
nutno do ni zahrnout také frekven¢ni spektrum pozorované Casové fady.

Exponencialni vyhlazovani se oznacuje nékdy také jako model EWMA (exponentially
weighted moving average). Vyse v textu vSak bylo ukdzano, ze exponencialni vyhlazovani ve
své origindlni podob¢ podle rovnice (4.59) se realizuje IIR filtrem, a podobd se tak vice
autoregresnim modelliim nez modelim s klouzavym primérem. Pokud se rovnice (4.59)
prepise do tvaru pro piredpovidani formou korekce chyby predikce:

fc(n) = ax(n)+ (1 - a)fc(n — 1) = a(x(n)— )e(n - 1))+ X, = avn+fc(n — 1), (4.61)

je evidentni, ze exponencidlni vyhlazovani svou strukturou odpovidd modelu ARIMA(1,1,0).
Oznacovat exponencialni vyhlazovani jako model EWMA je tedy nevhodné®.

4.4 Ulohy
% ULOHA 4.1 Sestavte model pro &asovou fadu pozorovanou pii méfenich
koncentrace CO, v ovzdusi. Soubor dat, ktery  je dostupny na:

http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/pmc/sectiond/pmc4411.htm  obsahuje = mésicni
pramérné koncentrace CO, na observatofi Mauna Loa v letech 1974 — 1987. Koncentrace jsou
udavany v bezrozmérnych jednotkéch, jako molarni zlomek (mole fraction). Pti konstrukci
modelu vyuZzijte aditivni dekompozici spole¢né s Boxovou-Jenkinsovou metodikou.

Tab. 4.2 Ukdzka datového souboru pro modelovanou casovou radu v uloze 4.1. Soubor obsahuje
celkem 161 radki, kde kazdy radek reprezentuje jedno méreni priomérné mesicni koncentrace CO.,.

CO, Rok a mésic Rok Mésic

333.13 1974.38 1974 5
332.09 1974.46 1974 6
331.10 1974.54 1974 7
329.14 1974.63 1974 8
327.36 1974.71 1974 9
327.29 1974.79 1974 10
328.23 1974.88 1974 11
329.55 1974.96 1974 12
330.62 1975.04 1975 1
331.40 1975.13 1975 2
331.87 1975.21 1975 3
333.18 1975.29 1975 4
333.92 1975.38 1975 5

19 Model EWMA miize byt podle definice v kapitole MA model s fadem, ktery odpovidd koneénému poctu exponencialng
klesajicich vah podilejicich se na vypoétu vazeného priméru. U originalniho exponencialniho vyhlazovani je vSak pocet

vah vzhledem k rekurentni rovnici (4.59) teoreticky nekone¢ny, coz odpovida realizaci pomoci filtru IIR.
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Data, kterd jsou na uvedené adrese k dispozici v textovém formatu, je tfeba nejdiive
pfevést béznymi softwarovymi prostfedky do souboru ve formatu CSV (comma separated
values), kde jsou na kazdém tadku k dispozici vSechny numerické hodnoty k jednomu méteni
oddélené carkou, tabulatorem nebo stfednikem. Kazdé meéteni je reprezentovano ctyfmi
parametry, z toho tfi reprezentuji idaje na ¢asové ose, jak ukazuje tab. 4.2.

Kod skriptu, ktery v Matlabu realizuje nacteni dat, jejich vykresleni, analyzu trendu a
periodickych komponent je na obr. 4.10. Na obr. 4.11 je Casova fada vykreslena spolu
s vypocitanou linedrni trendovou funkci. Obr. 4.12 ukazuje grafickou analyzu car
v diskrétnim spektru vypocteném z Casové fady ocisténé od linearniho trendu. Vysledkem
analyzy jsou dvé vyznamné harmonické komponenty s periodou 12 a 6 mésic. Sezénni
diferencovani s periodou 12 vzorkl utlumi ob€ tyto komponenty (i dal$i vyssi harmonické),
jak bylo vysvétleno vySe v textu a na obr. 4.5.

%%% ULOHA 4.1A MODELOVANI CASOVE RADY S KONC. CO2 V 0OVZDUSI
%%% PRVNI CAST: ANALYZA TRENDU A PERIODICKYCH SLOZEK

%$%%%% nahrani dat a vykresleni casove rady
DATA = dlmread('co2.csv',';"):; % csv soubor = hodnoty oddelene
strednikem

o\°

x = DATA(:,1); koncentrace jsou v prvnim sloupci
t = DATA(:,2); % casove udaje ve druhem sloupci
figure, hold on;
plot(t,x,'k");

xlabel ('Cas'); ylabel('CO _2");

o\

kreslime puvodni data

%$%%%% ocisteni od trendu

c = polyfit(t,x,1); % prolozeni polynomem prvniho radu
trend = c (1) *t+c(2); % trendova posloupnost

h = line([min(t) max(t)], [trend(l) trend(end)]);

set (h, 'LineWidth', 2, 'Color', 'red'); % trend vykreslime tlustou carou
xd = x - trend; % ocisteni od linearniho trendu

$%$%%% zjisteni periody sezonnich/cyklickych jevu
spektrum = fft(xd); % vypocet diskretniho
spektra

); % normovana frekvencni osa
% vykresleni modulu spektra

faxis = linspace (0,1, length (spektrum)
figure, stem(faxis,abs (spektrum),'.");
xlabel ("'normovana frekvence (fs...1l)'
ylabel (' |DFT(xd) | ")

)7

xdl2 = xd(13:end)-ddata(l:end-12);

spektruml2 = fft (xdl2); % vypocet diskretniho
spektra

faxisl2 = linspace(0,1,length(spektruml2)); % normovana frekvencni
osa

figure, stem(faxisl?2,abs(spektruml2),'.");

xlabel ('normovana frekvence (fs...1l)");

ylabel (" |DFT (xd12) | ") ;

Obr. 4.10 Uloha 4.1 — modelovani casové rady s mésicnimi koncentracemi CO.
Prvni cast: dekompozice.
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Obr. 4.11 Nahore: casova rada x(t) s mésicnimi koncentracemi CO, v ovzdusi a linearni trendova
Sfunkce T(t) vypocitana z x(t) pomoci metody nejmensich ctvercii. Dole: casova rada x(t) ocisténad od
linearniho trendu a s indexem vzorku n jako nezavisle proménnou.
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Pro nésledujici konstrukci staciondrniho modelu budou zvazovany obé varianty
nesystematické slozky casové tady x(n): 1. posloupnost xd(n), ktera se od plivodni Casové
fady li$i pouze odectenym trendem a 2. posloupnost xd,»(n), kterou od plivodni x(7) odliSuje
navic i sezonni diferencovani o 12 vzorkd.

180 : : ! 180
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40+

20:

Obr. 4.12 Zjistovani periody vyznamnych cyklickych/sezonnich jevii. Amplitudova cast diskrétniho
spektra: vlevo - casové rady ocistené od linedrniho trendu dx(n)=x(n)-T(n), vpravo - casové rady
ocisténée od linearniho trendu a po sezonnim diferencovani s periodou 12 vzorki. Pri zjistovani
periody ve frekvencni doméné je nutno mit na paméti, Ze spektrum je diskrétni a frekvencni osa je
vzorkovana podle poctu vzorkii casové rady, viz (1.9) pro definici DFT. V casové radé xd(n) je 161
vzorkit a v casové radeé xd;>(n) je po sezonnim diferencovani 149 vzorkii.

%%% ULOHA 4.1B MODELOVANI CASOVE RADY S KONC. CO2 V 0OVZDUSI
%%% DRUHA CAST: KONSTRUKCE MODELU

%$%%%% ZJISTOVANI DALSICH ZAVISLOSTI V NESYST. SLOZCE CASOVE RADY
figure, [Rxd,Cxd]=acfpacf(xd,50,50,1,0.05,0.05, 'xd");

figure, [Rxdl2,Cxdl2]=acfpacf(xdl2,50,50,1,0.05,0.05, 'xd12");

y = iddata(xdl2(:),[1); % datova struktura pro Sys. Ident. Toolbox

model = ar(y,2,'yw'); % reseni Yulovych-Walkerovych rovnic

% vysledny model je typu idpoly: A(q)y(t) = e(t)

%$%%%% VALIDACE MODELU

xpred = zeros (length(t),1l); %do xpred ulozime predikovane hodnoty

al=abs (model.A(2)); a2Z2=abs (model.A(3));

for n 15:1ength (t)

xpred(n) = al*x(n-1)+a2*x(n-2)+x(n-12)-al*x(n-13)-a2*x(n-14);
end
figure, subplot(3,1,1), stem(e,'.'); ylabel('residua e(n)"')
subplot (3,1,2), stem(acf e(start:end),'.'); ylabel('acf e(k)");
$%%%% JAK MODEL PREDPOVIDA A JAKA JE SKUTECNOST

subplot(3,1,3), plot(t(l5:end),x(1l5:end),'k"'), hold on
subplot(3,1,3), plot(t(l5:end),xpred(l5:end), 'b");
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%$%$%%% ROZLOZENI NULOVYCH BODU A POLU PRENOSOVE FUNKCE

a=[1al a2 00 00000001 -al -a21:

S = filt(1,a); definice citatele a jmen. prenosove funkce
figure, pzmap (sys):; % rozlozeni nulovych bodu a polu

o\°

Obr. 4.13 Uloha 4.1 — modelovani ¢asové fady s mésicnimi koncentracemi CO,.
Druha cast: konstrukce modelu a jeho validace s vyuzitim balicku funkci
System Identification Toolbox pro Matlab.

Ve druhé ¢asti skriptu, jehoz programovy kod je na obr. 4.13, se zjiStuji zavislosti
v nesystematické slozce ¢asové fady x(#), a to pomoci autokorelacni a parcialni autokorelacni
funkce, viz obr. 4.14. Obé funkce zaroven slouZi k urceni fadl p, ¢ ¢lenli AR(p) a MA(gq) ve
stacionarnim modelu ARMA. Autokorela¢ni funkce posloupnosti xd(n) potvrzuje vyskyt
periodické slozky s periodou 12 vzorkli — o posloupnosti xd(n) tedy nelze hovoftit jako
o ndhodné, nesystematické ¢asové fad€é. Autokorelacni funkce posloupnosti xd »(n) vykazuje
tvar tlumené viny, a tak lze tuto posloupnost modelovat pomoci autoregresni soustavy. Rad
této soustavy lze vycist z bodu useknuti v parcidlni autokorela¢ni funkci, ktery nastava pro
zpozdéni ky=2.
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Obr. 4.14 Zjistovani zavislosti mezi vzorky v nesystematické slozce pomoci autokorelacni funkce R (k)
a parcidlni autokorelacni funkce R (k).
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Odhad parametrii modelu AR(2), provedeny pomoci Yulovych-Walkerovych rovnic,
vede na konstrukci stacionarniho modelu:

xdlz(n) = V(n)+ alxdlz(n - 1)+ azxdlz(n - 2),
a, =0,45543  a,=0,31384.

Stacionarni model je tfeba upravit na nestaciondrni, a to zpétnym promitnutim vSech
uprav, které byly provedeny pfi stacionarizaci ptivodni ¢asové fady x(n), viz dale.

xd(n) = x(n)—(an+ B),
xdlz(n) =xd(n)—xd(n—12)=x(n) - (Om +ﬁ’)— x(n—12)+ (an + ,B)z x(n)—x(n—-12),
x(n)—x(n-12) = V(n)+ a, [x(n —1)=x(n— 13)]+ az[x(n - 2)— x(n— 14)1

Rovnice vysledného AR(14) modelu ma tvar:

x(n)=v(n)+ax(n—1)+ax(n—2)+x(n—12)—ax(n—13)—a,x(n —14),
a, =0,45543  a,=0,31384.

Na obr. 4.15 jsou znazornény tii kroky validace modelu formou grafické analyzy rezidui
neboli chyb predikce. Autokorela¢ni funkce chybové posloupnosti R,(k) se priblizuje
autokorela¢ni funkci bilého $umu. Cast variability dat, kterou nebylo mozné postihnout
modelem, je tedy velmi ndhodna.
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Obr. 4.15 Validace vysledného modelu zahrnuje a) grafickou analyzu residui (neboli chyb predikce),
b) véetné jejich autokorelacni funkce a c) posouzeni kvality predpovidani
— vybran detail, plna cara: x(n), prerusovand cara: fc(n)

Obr. 4.16 ukazuje rozlozeni nulovych bodii a pélt vysledného modelu AR(14) — nékolik
poll je vné jednotkové kruznice, a jednd se tedy o nestabilni soustavu. Tomu také odpovida
neustaly nartist hodnot v ¢asové fadé x(n), ktera je modelem generovana.
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Obr. 4.16 Rozlozeni nulovych bodii a polii vysledného nestaciondrniho modelu AR(14).

4.5 Shrnuti

Ctvrta kapitola predstavuje jeden z moznych pohledii na problematiku konstrukce modeli
casovych fad generovanych nahodnymi procesy. V ivodu byly pfedstaveny vybrané
popis vlastnosti nahodnych ¢asovych tad. Byly
vysvétleny zakladni rozdily mezi Casovymi a souborovymi priméry a dale byl ctenar
seznamen s pojmy stacionarita a ergodicita, coz jsou vlastnosti, které vymezuji urcité
podmnoziny ndhodnych procest. Jadro kapitoly tvoii metodika pro konstrukci staciondrnich
ARMA modelli ndhodnych ¢asovych tad podle Boxe a Jenkinse: probrany jsou zde vSechny
tti zakladni kroky od identifikace modelu pies odhad numerickych hodnot parametrt modelu
také moznosti a disledky doporucenych postupt
pro piedzpracovani nestacionarnich ¢asovych fad pti konstrukcich modeld typu ARIMA nebo
SARIMA. Byla ukazéna dilezité role specidlniho nahodného procesu, ktery se oznacuje jako

statistické momenty, které se vyuzivaji pro

az po jeho validaci. Detailn€ byly rozebrany

Re{z}
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bily Sum. Jedna podkapitola se vénuje také jednoduchému exponencidlnimu vyhlazovani pro
predikci Casovych fad, pficemz je zde ukdzano, Ze se jednd vlastné¢ o specidlni model
typu ARIMA. V zéavéru kapitoly je ctenar detailné proveden jednim z mnoha moznych
postupt pi1 konstrukci modelu realné naméiené nestacionarni Casové tfady predstavujici
mési¢ni monitoring koncentrace CO; v ovzdusi.
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5 Linearni predikce optimalnimi a adaptivnimi filtry

Konstrukce matematickych modelti redlnych systémli nebo procesii na zakladé
pozorovanych casovych fad pomoci postupli uvedenych ve Cctvrté kapitole vede ke
stacionarnim modelim. V ptfipad¢ nestacionarnich c¢asovych fad je nutné v diskutovanych
postupech takové posloupnosti nejdiive piedzpracovat s cilem ocistit je od trendu a/nebo od
periodického kolisani, poté zkonstruovat model pro takto zménéna data a nakonec do modelu
zahrnout operace inverzni k pfedzpracovani. Pro takovyto postup je ovSem nutné mit
k dispozici apriorni znalosti o ,,primérnych vlastnostech* modelovanych ¢asovych fad a déle
musi charakter nestacionarni slozky umoznovat jeji oddélené modelovani. V mnoha ptipadech
nelze takové znalosti a podminky pfi modelovani ¢asovych fad prepokladat, coz plati zejména
pfi skokovych zménach podminek vzniku ¢asovych fad a je-li cilovou aplikaci modelu
predikce budoucich hodnot ¢asové fady.

Koncept linedrni predikce byl naznacen jiz v prvni kapitole tohoto ucebniho textu, a to
v diferen¢ni rovnici LTI systému (1.16). Tento vztah lze interpretovat tak, Zze LTI systém
uchovava v paméti star§i vzorky vstupni 1 vystupni asové fady x(n), respektive y(n) a Ze
aktualni vystup diskrétniho LTI systému lze predikovat vypoctem jejich linearni kombinace.
Cilem linearni predikce je nalezeni hodnot parametri a; a b; v rovnici (1.16) stejné jako tomu
bylo v pfipadé¢ modelovani ndhodnych procesti ve ¢tvrté kapitole. Metodika, kterou se zabyva
tato kapitola, zahrnuje optimadlni filtraci pro identifikaci neznamych, Casové invariantnich
systémil, u kterych jsou hodnoty parametri a; a b; v Case konstantni. Déle pak pfedstavuje
také adaptivni filtraci pro identifikaci nezndmych dynamickych (neboli ¢asové proménnych)
systémi, u kterych jsou parametry ai(n) a bj(n) na Case zavislé. Zménami hodnot téchto
parametrii v ¢ase je mozné dosahnout adaptivni ptizplisobeni charakteristik filtru podle
meénicich se primérnych vlastnosti pozorovanych ¢asovych fad.

5.1 Optimalni filtrace a identifikace

Jednou z aplikacnich oblasti linedrni predikce je identifikace systémd, jejiz obecny
princip ukazuje obr. 5.1. Cilem identifikace je u predikéniho filtru nastavit vahy wy tak, aby
vstupné—vystupni chovani obou systémit bylo pokud mozno shodné. Protoze jsou
identifikovany systém 1 predikéni model buzeny shodnou posloupnosti x(n), jde tedy o
minimalizaci rozdilu mezi vystupnim signdlem z identifikovaného systému d(n) a vystupnim
signalem z predikéniho filtru d (n). Posloupnost residui mezi témito vystupy W) se oznacuje
jako chyba predikce.

Minimaliza¢ni kritérium se odvozuje od kvadratu chyby predikce, aby byly zohlednény
stejnou mérou kladné a zaporné odchylky mezi vystupnimi signaly d(n) a d(n). Posloupnost
chyb predikce W(n) lze povazovat za realizaci ndhodného procesu. Do kritéria minimalizace se
proto zavadi jeste operator o¢ekavané hodnoty E (souborovy primér) a celé kritérium se pak
oznacuje znamym pojmem stiedni kvadraticka chyba (MSE — mean squared error).

£n)= Ep () |= Elfatn)-d ()] |. (5.1)

Je-1i stfedni kvadratickd chyba uvadéna s ¢asovym indexem &(n), jedna se o Casové
sledovani vyvoje predikéni chyby, naptf. v pribéhu hledani vah optimalniho filtru. Zapis
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stiedni kvadratické odchylky & bez ¢asového indexu se vyuziva pro oznaceni ustalené chyby

predikce.
x(n)

Wi

d(n)

W) fde)

Obr. 5.1 Zakladni schéma identifikace systémii pomoci optimalni filtrace. Identifikovany systém (Cernd
skrinka) ma neznamou impulsni charakteristiku hy. Model identifikovaného systéemu v paralelni vetvi je
predikcni filtr FIR s impulsni charakteristikou, které odpovidaji vahy wy.

Z obr. 5.1 je zifejmé, Ze pro ruzné vektory vah predikéniho filtru w budou vysledkem
rizné hodnoty stfedni kvadratické chyby predikce &. Za predpokladu, ze predikéni filtr FIR je
fadu M, uplatni se pii vypoctu jeho aktudlni vystupni hodnoty a?(n) pouze M poslednich
vzorki z ¢asové fady x(n). Operaci konvoluce 1ze zapsat pomoci vektorového soucinu jako:

W), (n)¥ [wy (n),...; wy,, ()] (5.2)

Dosazenim (5.2) do (5.1) lze ziskat funk¢ni vztah mezi vahami w a chybou ¢:

e, )= Ep(n) |= Efd(n)-wTx, ()]} (5.3)

ktery je v nasledujicich odstavcich predmétem podrobného zkoumani. Pti identifikaci systémi
pomoci optimalni filtrace je cilem najit jediné, optimalni nastaveni predikéniho filtru. Jedna
se tedy o LTI soustavu s fixnimi parametry, a proto byl u vektoru vah wy, v rovnici (5.3)
zamérng vypustén casovy index n. Zaroven je vSak nutno v takovém piipadé¢ doplnit pfirozeny
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pozadavek na stacionaritu ¢asovych tad d(n) a x(n). Jak bude ukazano dale, v piipad¢ pouziti
adaptivnich predikénich filtra tento omezujici predpoklad neni tfeba zavadét.
Kvadrat rozdilu mezi ¢asovymi fadami d(n) a d(n)lze rozepsat jako:

[a(n)-wix, (0 = a2(n) - 2wl d(n)x,, (n)+ wlx,, (n)x], (), (54)

Po aplikaci operatoru o¢ekavané hodnoty na ob¢ strany rovnice (5.4) je na levé strané ziskan
opét vyraz pro sttedni kvadratickou chybu:

5(WM)=E{d2(”)}_2WM { ( )XM( )}+WM {M(n)XZT\/[(n)}WM (5.5)

Na pravé strané¢ rovnice (5.5), ktera je alternativou k rovnici (5.3) pro vyjadieni
funkéniho vztahu mezi stfedni kvadratickou chybou a vektorem vah predikéniho filtru, byly
pfed operatory ocekavané hodnoty vytknuty konstantni parametry Casové invariantniho
predikéniho filtru wy. Zbyvajici tii souborové priméry na pravé strané rovnice (5.5)
odpovidaji statistickym momentliim, jejichZ vycet nasleduje [1].

o Stiedni vykon vystupni asové fady o, /=F{d"(n)}, ktery lze pro stacionarni ¢asovou fadu
povazovat za konstantni. Pro Casové fady s nulovou stiedni hodnotou plati, ze jejich
sttedni vykon je roven jejich rozptylu.

o Vektor kiiZovych korelaci mezi vstupnim a vystupnim signalem identifikovaného
systéemu py=FE{d(n)xy(n)}, ktery je pro stacionarni ¢asové fady nezavisly na case.

e Autokorelaéni matice &asti vstupni Casové fady Run=E{xu(n)xy'(n)}, kterd je pro
stacionarni ¢asové fady nezavisla na Case.

Vzhledem k asové nezavislosti vSech tii statistickych momentli je minimalizacni
kritérium z&vislé pouze na nastaveni vah predikéniho filtru wy,:

g(wM)zaj -2wip, +WLR, W, . (5.6)

Vektor kiizovych korelaci je v nésledujici rovnici (5.7) rozepsan na jednotlivé hodnoty
korelaci R.4(k), které jsou v ptipadé€ staciondrnich Casovych tad zavislé pouze na asovém
zpozdéni k mezi vzorky a nikoli na absolutnim ¢asu danym indexem vzorku #:

E{d(n)x(n); R.,(0)
R, (1)

P, = s = (5.7)

E{d(n)x(n-M +1)}) (R, (M -1)

Skute¢né hodnoty kiizovych korelaci mezi vstupnim signalem x(n) a vystupnim signalem
d(n) nejsou v piipadé neznamého systému k dispozici, a tak je nutné odhadnout je z
dostupnych dat. V ptipadech, kdy je mozné zavést dalsi omezujici predpoklad ergodicity
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nahodnych procest, které generuji vySetfované ¢asové fady, je mozné odhady korelaci R_, (k)
vypocitat pomoci casovych priméri z jediné realizace ¢asové fady:

N—|k|-1

> x(n—i)d(n k|- i), (5.8)

n 1
Rxd (k) = N
i=0

kde N je pocet vzorkll v casovém okné, ze kterého jsou odhady korelaci pocitany. Je tfeba mit
na pameti, Zze pii poruseni podminky ergodicity? je do vypoctu vah optimélniho predikéniho
filtru vnesena chyba.

Obdobné se postupuje pii vyjadieni jednotlivych prvkl autokorelacni matice, kterd
prostiednictvim hodnot autokorelacni funkce popisuje zavislosti mezi vzorky x(n). Skladani
prvkl autokorela¢ni matice jiz bylo probrano v kapitole 4.2 — autokorela¢ni matice svou
strukturou odpovida struktuie Toeplitzovy matice':

R,(0) R, (1) R,(2) .. R(M-2) R.(M-1)
R (1) R_(0) R.(1) .. R.(M-3) R (M-2)
_ : : (5.9)
R (M-2) R (M-3) R, (M-4) R, (0) R, (1)
R, (M-1) R, (M-2) R (M-3) R (1) R, (0)

Pii ptedpokladu ergodicity ndhodného procesu, ktery generuje Casovou tadu x(n), l1ze
odhady hodnot autokorelaéni funkce R_(k) ziskat z Casovych priméri jediné realizace

procesu:
1
x(n—i)x(n—k —i). (5.10)

Existuji jisté 1 aplikace, pfi kterych jsou dostupné i teoretické statistické momenty
nahodného procesu, ktery generuje ¢asovou fadu x(n). V takovych ptipadech je samoziejmée
lepsi nepracovat s vybérovymi momenty, ale dosadit do korelaci v matici (5.9) hodnoty
teoretické autokorelacni funkce.

Pro funkci &w),) popsanou rovnici (5.6) byly vyse vyjadieny vSechny jeji komponenty a
na obr. 5.2 je prib¢h této funkce znazornén konkrétné pro predikéni filtr se dvéma vahami
M=2. Délka kolmice vztyCené z bodu (w, w,) k povrchu, ktery reprezentuje prubéh kriterialni
funkce, odpovida stiednimu vykonu chybové posloupnosti £{un)*}. Selskym usudkem, ale i
podle rovnice (5.6) je tento vykon shodny se stiednim vykonem vystupni ¢asové tady d(n).

Vv

a Wr=w ».

20 Podminka ergodicity je strikin&jsi nez podminka stacionarity, viz kap. 4.1. Pfi identifikaci nezndmého systému je mozné
splnéni podminky ergodicity ovéfit jediné pokusem.

2l Toeplitzova matice ma strukturu, ve které jsou zaruceny konstantni prvky na vsech sestupnych diagonalach.
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Stredni kvadraticka chyba je funkce s jedinym extrémem, pro jehoZ lokalizaci se vyjadii

jeji prvni derivace a ta se polozi rovna nule. Druhd derivace této funkce musi byt v minimu
kladna.

Pro M=2 ma stiedni kvadraticka chyba predikce tvar:

£(Wy)=e(w.w,)=

=79, (0)+ 20,9, 1)+ 039, (0) 206, (0)- 20, 1)+ G40

:G%’

~ Emni
oﬁ 1min
-
—

W

N Optimalni nastaveni
. predikéniho filtru
Y = >
0 . 0 Wi W1

%)

Obr. 5.2 Prubéh kriterialni funkce &(w;,w;) pro optimalizaci vah predikcniho filtru FIR 2. Fadu pri
identifikaci neznamého systéemu. Tvar funkce &(w,w») ovliviiuji statistické momenty uvedené v rovnici
(5.6), tj. rozptyl casové Fady na vystupu systému o, vektor vzdjemnych korelaci mezi casovymi
Fadami na vstupu a na vystupu systemu a dale autokorelacni matice nahodného procesu, ktery
generuje casovou radu privadénou na vstup identifikovaného systému. Body w*; a w*, oznacuji
optimalni vahy odpovidajici minimu kriterialni funkce &, tj. minimu stedni kvadratické chyby
predikce [1].
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a lokalizace jejiho extrému dopadne nasledovné:

o
—M)} -0,
L an Wy :w:,, 2Wl*¢x (0)+ 2W;¢x (1)_ 2¢xd (0) = 0 ’
- . . (5.12)
8 2W2 ¢x(0)+2wl ¢x(l)_2¢xd (l): 0
a—g(wM ) =0.
W2 WM:WTM

Vyslednou soustavu rovnic je mozno zobecnit pro libovolné M:

R, Wy =Py (5.13)

coZ jsou rovnice pro optimalni filtraci zaloZenou na minimalizaci stfedni kvadratické chyby —
jsou znamy také pod ndzvem mormdlni rovnice*. Jak je vidét, pro jejich sestaveni jsou
vyzadovany momenty druhého fadu, jejichz znalost miize byt pro dany ndhodny proces bud’
zarucena, nebo musi byt odhadnuty z dostupnych dat. Analytické feSeni normalnich rovnic
predstavuje nalezeni inverzni matice k autokorelacni matici Ry

w, =R,.p,. (5.14)

Pro Uplnost zbyva jesté ovérit, ze druhd derivace je v nalezeném extrému kladnd. Tato
podminka pro minimum funkce evidentné¢ plati, nebot druhym derivacim odpovidaji
diagonalni prvky autokorelacni matice, coZ jsou rozptyly nabyvajici vzdy kladnych hodnot:

- _
W‘Q(WN) =2R_(0)=207 >0,
. i (5.15)
87g(wN) =2R_(0)=202 >0.

V rovnicich (5.5)—(5.15) byl detailn¢ prozkouméan vztah mezi stiedni kvadratickou
chybou predikce a vdhami predikcniho filtru. Vysledkem tohoto snazeni je optimalni feSeni
linearniho, ¢asové invariantniho FIR filtru, pfi jehoz pouziti pro identifikaci nezndmého

A4

Pti dosazeni optimalnich vah predik¢niho filtru do rovnice (5.6):

Eun = €Wy )= 07 =2 + WIR W) (5.16)

min

22 Normalni rovnice jsou zndmé také pod oznacenim Yuleho-Walkerovy rovnice, viz kap. 4.
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1ze dojit k zajimavé interpretaci: optimalni predikcni filtr zfeymé odstraiiuje ty slozky signalu
d(n), které koreluji se signalem x(n), ¢imZ se snizuje vykon chybové posloupnosti. Tuto
interpretaci je mozno ovéfit na dvou nasledujicich extrémnich teoretickych ptipadech [1].

1.

Pokud bude identifikovany systém pouze zpozd'ovat vzorky vstupni Casové fady a
zesilovat je nasobenim konstantou a: d(n)=ax(n—ko), budou posloupnosti x(n) a d(n)
vykazovat pro zpozdéni ky maximalni korelaci. Pokud bude mit vstupni Casova fada
vlastnosti bilého Sumu, bude mit jeji autokorelacni matice podobu diagonalni matice, kde
prvky na diagonale budou odpovidat rozptylim x(n). Vzajemné korelace piejdou na
autokorelace. Autokorela¢ni funkce bude mit ovSem pro bily Sum tvar jednotkového
impulsu — bude vSude nulova krom¢ argumentu &y odpovidajicimu zpozdéni mezi vstupni
a vystupni posloupnosti. Pravé strana rovnice (5.16) tak ptejde na rozdil dvou rozptyld,
ktery bude nulovy. Kriteridlni  funkce bude mit minimum v bodé
wn*Z[O, 0,...,a,0, 0,...]T. Na obr. 5.2 si lze toto minimum piedstavit v nulové vysSce
&nin=0. Bude produkovana nulova chybova posloupnost ).

Opacénym teoretickym extrémem je situace, kdy Casové fady x(n) a d(n) nevykazuji viibec
zadnou korelaci. V takovém piipad€ bude mit autokorela¢ni matice v rovnici (5.16) stejny
tvar jako v pfedchozim piipad¢€, avSak vektor vzajemnych korelaci bude tentokrat vSude
nulovy. Véhy predikéniho filtru vyjdou vSechny nulové, coz odpovida uvaze, Ze jakakoli
predikce by v tomto piipadé jen zvysila vykon chybové posloupnosti. Stfedni kvadraticka
chyba bude mit v tomto piipad¢ hodnotu odpovidajici sttednimu vykonu ¢asové fady x(n).

Pti sériovém zapojeni optimalniho filtru a neznamého systému podle obr. 5.3 se v pripade,

Ze je na vystupu celé soustavy pozorovan bily Sum, oznacuje optimalni filtr jako bélici filtr.
Stfedni kvadraticka chyba predikce bude v takovém ptipadé shodnd s rozptylem bilého Sumu,
kterym je buzen systém s neznamou ptenosovou funkci H(z). Tento zpisob modelovani se
oznacuje jako inverzni identifikace [12], nebot diky rovnomérnému frekvencnimu spektru
bilého $umu musi byt prenosova funkce bé&liciho filtru A '(z) inverzni k prenosové funkci
systému nebo procesu, jenz generuje pozorovanou ¢asovou fadu.

Zdroj Nezndmy
bilého v(n) systém
Sumu H(?)

x(n)

Predikéni (x (n=1)
filtr

Bélici filtr H7(z2)

Obr. 5.3 Inverzni identifikace neznamého systemu bélicim filtrem.
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5.2 Adaptivni filtrace a predikce

Identifikace nezndmych systémi nebo predikce casovych tad s vyuzitim optimalni
filtrace postavené na fixnim predikénim filtru (s konstantnimi parametry) je podminéna
stacionaritou souvisejicich ndhodnych procesu. V ptipadech, kdy nelze tuto podminku splnit,
je tteba najit Casové intervaly, ve kterych mohou byt souvisejici ndhodné procesy povazovany
za stacionarni a pro tyto intervaly pak odhadovat autokorelaéni funkce. ReSenim novych
soustav normdlnich rovnic pro kazdy dal§i Casovy interval zavedeny z divodu zmény
podminek, ve kterych je identifikace provadéna, je mozné dospét k casoveé proménnému filtru.
Takovy filtr pak bude vkazdém vymezeném casovém intervalu optimalnim zplisobem
identifikovat nezndmy systém. Toto feSeni neni ovSem pouZitelné pro aplikace, pfi kterych Ize
jen tézko urCovat ¢i dokonce predpovidat budouci zmény v souvisejicich nahodnych
procesech [12].

Vyse popsany navrh ¢asoveé proménného filtru pro identifikaci nestacionarnich systémi a
predikci jimi generovanych ¢asovych fad nelze povazovat za adaptivni filtraci nebo adaptivni
predikci, nebot’ tento navrh je zaloZen na vyuziti apriornich informaci o nahodnych procesech
podilejicich se na vzniku ¢asovych fad. V ptipad¢ adaptivnich filtri nejsou zaddné apriorni
informace vyzadovany. Adaptivni filtry je mozno definovat jako algoritmy, které ptizptisobuji
hodnoty svych parametri pro kazdy vzorek Casové fady a v relativné kratkém case od zmény
ve vlastnostech casové fady jsou schopny piedpovidat jeji budouci hodnoty.

5.2.1 Algoritmus LMS

Smyslem adaptivni filtrace v oblasti predikce ¢asovych tad je opét nalézt vektor vah
predik¢éniho filtru, ktery se jiz ovSem nepovazuje za Casové invariantni, jako tomu bylo
v predchozi kapitole, ale pfedpoklada se u n¢j schopnost adaptace na ménici se charakteristiky
modelovanych systémi, potazmo z nich generovanych a pozorovanych ¢asovych fad. Vektor
vah predik¢niho filtru se proto zapisuje s Casovym indexem n:

WM(n+1):wM(n)+a(n)S(n), (5.17)

kde a(n)S(n) je korekcéni krok, ktery je soucinem korekéniho smérového vektoru S(n)
a délkou kroku a(n). Pti pouZiti optimalizaéni metody nejstrméjSiho sestupu je smérovy
vektor S(n) dan zdpornym gradientem stfedni kvadratické chyby predikce &(n). Pro vyjadieni
derivaci se zde tentokrat vychazi z chybové posloupnosti 1(#) a nikoli z rovnice (5.6), ktera je
vazana na apriorni znalost momentt druhého fadu, ¢emuz je snaha se vyhnout:

(0=, o] 5 £ ()= -25 ) 2

ow ,,

v<n>}. (5.18)

M

Po vyjadfeni chybové posloupnosti jako rozdilu mezi casovymi fadami na vystupu
identifikovaného systému d(n) a predikéniho filtru d (n):

vin)=d(n)-wi, (n)x, (n), (5.19)
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je pak mozno nésledujicim zplisobem urcit parcialni derivace (n) podle jednotlivych vah:

o )= x ) (5.20)

Dosazenim (5.20) do (5.18) je nakonec vyjadien smér korekéniho ¢lenu S(7) pomoci vektoru
ktizovych korelaci mezi chybovou posloupnosti 1(#) a posloupnosti na vstupu x(n):

S(n) =V, el === B (0)} = 2E o), () (5.21)

M

Vypocet kiiZové korela¢ni funkce ov§em vede na souborovy primér korelaci v§ech moznych
realizaci Casovych fad W(n) a x(n). Apriorni znalost teoretické kiizové korelacni funkce mezi
témito dvéma casovymi fadami se predpokladat nedd, a musi se tedy odhadnout pomoci
ergodicity souvisejicich ndhodnych procestl. Reseni normalnich rovnic metodou nejstrméjsiho
sestupu tedy rovnéz nevede na navrh adaptivniho predik¢éniho filtru.

Misto vypoctu kiizové korelace souborovym primeérem nebo misto odhadu Casovym
primérem muze byt kiizova korelace v rovnici (5.21) odhadnuta na zdkladé jediného ¢lenu

e(n)x(n):
é(n): —@w[g(n)]: 2e(n)x,, (n). (5.22)

I kdyZ se jedna o velmi hruby odhad, neni nijak vychyleny a lze oc¢ekavat, Ze chyby budou v
po sobé jdoucich krocich na sobé nezavislé, a budou se tedy kompenzovat. Kompenzaci
nahodnych chyb je zajisténo, Ze se algoritmus bude po urcitém poctu iteraci velmi tésné
ptiblizovat k optimalnimu nastaveni vah predikéniho filtru. Takto zjednoduseny postup se
oznacuje jako LMS algoritmus (least mean squares) a je ziejmé, Ze aproximuje metodu
nejstrméjsiho sestupu, coz lze vidét na obr. 5.4. Jinym, méné¢ obvyklym, avSak vystiznym
nazvem pro tento algoritmus adaptivni filtrace je filtr se stochasticky gradientni
adaptaci [12].

U LMS algoritmu se na rozdil od jinych optimaliza¢nich postuptli nepracuje s proménnou
délkou korekéniho kroku, takze 1ze po dosazeni korekéniho sméru z (5.22) do (5.18) vynechat
u a(n) Casovy index n. Zahrne-li se do konstantni délky kroku « také nasobeni dvéma, které
zbylo v rovnici (5.22) po derivaci, je mozné rovnici pro adaptivni filtraci pomoci LMS
algoritmu zapsat jako:

WM(n+1):wM(n)+av(n)xM(n) (5.23)

Volba délky kroku alfa o byva zpravidla experimentalni zaleZitosti — je tfeba si ovSem
uvédomit, ze nastaveni délky kroku vyrazné ovlivni konvergen¢ni vlastnosti LMS algoritmu.
Velké hodnoty a povedou k rychlé konvergenci ve smyslu mensiho poc¢tu nutnych iteraci,
ovSem za cenu zvyraznéni nepiesnosti zplisobenych odhadem gradientu. To se projevi
zejména v blizkosti bodu optiméalniho nastaveni vah w". Nizké hodnoty o mohou vést také
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k nepiesnym vysledkiim predikce, a to v pripadech, kdy algoritmus neni schopen rychle
adaptovat vahy. V literatufe se doporucuje volit hodnotu « nepfimo umérné rozptylu casové
fady x(n) [1].

Nevyhodou navrhu predikéniho filtru pomoci LMS algoritmu je jisté vétsi pocet iteraci
nutnych k priichodu optimaliza¢ni trajektorii oproti metod¢ nejstrméjSiho sestupu, viz
obr. 5.4. Tento postup navic vede zpravidla pouze k pfiblizeni se k optimalnimu feSeni.
Nevyhody jsou vSak vykoupeny ptijemnou jednoduchosti a rychlosti vypoctu.

wy | w,(0)

W w,

Obr. 5.4 Pribeh optimalizace vah predikcniho filtru s vyuZitim metody nestrméjsiho sestupu
(Cerchovana cara — vypocitany gradient) a pomoci LMS algoritmu (plna cara — odhad gradientu
zatizeny nahodnou chybou). Jedna se o ilustracni trajektorie dvourozmérné optimalizace predikcniho
filtru FIR druhého radu [12].

5.2.2 Algoritmus RLS

Minimaliza¢nim kritériem u dosud probiranych optimalnich a adaptivnich filtra je stfedni
kvadratickd chyba MSE (mean-square error), jejiz vypocet je zalozen na souborovych
pramérech E{x(n)x(n—k)} a E{d(n)x(n—k)} nebo E{Un)x(n—k)}. Vzhledem k tomu, Ze tyto
statistické momenty nejsou obvykle k dispozici, je nutno odhadovat je z dostupnych dat.
Naptiklad u filtri s algoritmem LMS jsou souborové priméry odhadovany pomoci
okamzitych hodnot: E{Wn)x(n—k)} = vn)x(n—k), coz do adaptaéniho postupu vnasi chybu,
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ktera pak zpomaluje priabeh konvergence. Alternativou k MSE je tzv. celkova kvadraticka
chyba TSE (total squared error)?, kterd vyuziva pouze ¢asovych priméri [16]:

&)= 30 = 2 (al0)-d0)f = 3 (al6)-x] 6w, ()] (5.24)

i=0 i= O

Adaptivni filtry s algoritmem RLS (recursive least squares) upravuji své koeficienty wy(n)
pii zpracovani kazdého vzorku ¢asové fady tak, ze minimalizuji vazenou kvadratickou chybu:

Zﬂ"’ Zﬂ"’( i, (Dwy, (),

0<A<l, (5.25)
x(0)=[x(i),x(i =1),...,x(i = M +1)],
W (n) =[w, (n), W, (n)’---a Wi (n)]T

Parametr A zajistuje exponencidlni vahovani tak, ze novéjsi vzorky Casovych fad maji ve
vypoctech vetsi vliv nez ty star$i. Pro A=1 maji vSechny vzorky stejnou vahu, coz je vhodné
nastaveni pouze pro predikci stacionarnich Casovych fad. Minimalizace vazené kvadratické
chyby vede na soustavu rovnic:

R, (n)w, (7)=p, (n), (5.26)

kde Rym(n) je exponencidln¢ vazena empirickd (nebo vyberova) autokorelaéni matice pro
Casové tady x(n). Vektor py(n) obsahuje exponencidlné¢ vazené empirické kiizové korelace
mezi Casovymi fadami d(n) a x(n). Soustava rovnic (5.26) se oznacuje jako deterministické
normdlni rovnice. Vzhledem k exponencidlnimu vdhovani nemd autokorelacni matice v
(5.26) strukturu Toeplitzovy matice jako tomu bylo v pfipadé normalnich rovnic (5.13).
Opakovany vypocet inverzni matice k matici Ryu/(n) je vypocetné narocny a navic hrozi
vzhledem k nezarucené Toeplitzové struktufe, Zze bude Rym(n) pro nékteré casy singuldrni.
U adaptivnich filtrt s algoritmem RLS se proto vyuziva rekurzivni zpiisob vypoctu:

RMM(”): ARMM(n_l)—i—XM (n)XL(”) > (5.27)

a to postupnym vazenim ptedchozi verze autokorelacni matice s pfi¢itanim korelace x(n)d(n).
Obdobné¢ se postupuje i pro vektor kiizovych korelaci:

Py (n)=2p, (n=1)+d, (n)x}, (n), (5.28)

23 Nekdy se toto kritérium oznaduje také jako nejmensi kvadraticka chyba LSE (least squares error) [9].
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Pomérné slozitymi upravami, které jsou podrobné rozepsany napt. v [9][15][16], pak lze
dospét k vyslednym rovnicim pro adaptaci koeficientil predikéniho filtru:

(5.29)

kde vektor k(n) se oznacuje jako Kalmaniiv zisk nebo Kalmanova zesileni (Kalman gains)*.

5.3 Ulohy

% ULOHA 5.1 Identifikujte neznamy LTI systém metodou optimalni filtrace.
Jako model volte predikéni filtr FIR sriznymi fady a porovnejte vysledné impulsni
charakteristiky modelu. Pro ilustraci a kontrolu pouzijte pro identifikovany systém napft.
soustavu MA, ktera provadi aritmetické priimérovani z ¢asovych oken o ¢tyfech vzorcich.

Kod skriptu, ktery v Matlabu realizuje identifikaci LTI systému pomoci optimalni
filtrace, je na obr. 5.5. Vysledné impulsni charakteristiky modelu pro riizné fady M:

M=1: w=[0,250087]

M=2: w=[0,251082 0,250141]

M=3: w=[0,249691 0,249558 0,250642]

M=4: w=[0,250000 0,250004 0,249951 0,249944]

M=5: w=[0,250000 0,250000 0,250000 0,250000 0,000001]

M=6: w=[0,250000 0,250000 0,250000 0,250000 0,000006 0,000007]

Pominou-li se zaokrouhlovaci chyby a neptesnosti v odhadech autokorelaci pomoci

vvvvvv

potiebna pro optimalni identifikaci nezndmého systému.

%$%% ULOHA 5.1 OPTIMALNI FILTRACE PRO IDENTIFIKACI LTI SYSTEMU

h = ones(1,4)./4; % impulsni char-ka neznamého systemu

x = randn(1,100000); % gaussovsky bily sum - budici sekvence
d = filter(h,1,x); % kyzeny (desired) vystupni signal
systemu

M= 4; % rad predikcniho filtru

o©

prevraceni poradi tak, aby 1. indexu odpovidal posledni vzorek
casovych rad x(n) a d(n)

= flipdim(x,2);

flipdim(d, 2) ;

o

(ORI
Il

vypocet autokorelacni matice R
X,R] = corrmtx(x,M-1, 'autocorrelation');

— o°

24 Adaptivni filtr s algoritmem RLS je speciélni typ tzv. Kalmanova filtru, pojmenovaném po mad’arském matematikovi.
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p = xcorr(x,d,M-1, 'biased'); %vektor krizovych korelaci

delka = length (p):; %delka vektoru p: 2*(N-1)+1
p = p(ceil(delka/2):end)'; %orezani druhe poloviny vektoru.

%index ceil (delka/2) odpovida
%$nulovemu zpozdeni.
%index end odpovida zpozdeni M-1

w=R\p; gvypocet vah optim. predikcniho filtru
%totez jako w=inv (R) *p;

Obr. 5.5 Uloha 5.1 — identifikace ,, nezndmého “ LTI systému metodou optimdlni filtrace.
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Obr. 5.6 Uloha 5.2 — Adaptivni predikce casové Fady generované
staciondrnim nahodnym procesem AR(2) s koeficienty a;=1,7 a a,=0,8.
A) Priibéh konvergence vah predikcniho filtru ctvrtého radu, B) Pozorovana casova rada x(n),
C) Chybovd sekvence v(n).

% ULOHA 5.2 Sledujte konvergenci vah a chybu predikce adaptivniho filtru
s algoritmem LMS pii modelovani a) stacionarniho procesu AR(2) s koeficienty a;=1,7 a
a>=0,8; b) nestacionarniho procesu s linedrnim trendem a nahlou zménou stfedni hodnoty,
harmonickym kolisdnim a rusenim generovanym vyse popsanym AR(2) procesem.
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Kod skriptu, ktery v Matlabu realizuje adaptivni predikci s algoritmem LMS, je na
obr. 5.8. Prib&hy konvergence vah pii predikci stacionarni ¢asové fady 1ze vidét na obr. 5.6 a
konvergence vah pfi predikci nestacionarni ¢asové fady je vidét na obr. 5.7.
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Obr. 5.7 Uloha 5.2 — Adaptivni predikce casové Fady generované nestaciondrnim ndhodnym
procesem s linedarnim trendem, nahlou zménou stredni hodnoty, harmonickym kolisanim a rusenim.
A) Pritbeh konvergence vah predikcniho filtru ¢tvrtého vadu, B) Pozorovand casova rada x(n),
C) Chybova sekvence v(n)

o
o°
o©

ULOHA 5.2 ADAPTIVNI PREDIKCE STAC. A NESTACIONARNI CASOVE RADY

o°

N = 25000;

ni = randn(l,N);

a=[11.70.8]; b=1;

X filter (b,a,ni);

x=x(:);

trend = 5e-3*(1:N);

trend (N/2:end)=trend (N/2:end)-200;
trend = trend(:);

harm = 10*sin ((2*pi1/3000)* (1:N)) ;
harm=harm(:);

X2 = trend+harm+x;

X = X2;

delka pozorovane casove rady
excitacni sekvence AR procesu
koeficienty AR(2) procesu
casova rada generovana AR(2)

o° o

o°

linearni trend
nahly zlom v trendu

o°

o°

o°

harmonicke kolisani

o°

nestacionarni casova rada
bud predikujeme x nebo x2

o©
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o\°

alfa = 0.001;

M = 4;

w = zeros (M,N);
w(l:M,1:M+1) = randn(M,M+1)*5;
XP = zeros (N, 1);

konvergencni konstanta

rad predikcniho FIR filtru

vahy ve sloupc. vektorech
pocatecni podminky nahodne
uchovavani predikovanych hodnot

o° o° o

o

for n = M+1:N-1
XP(n) = - w(:,n)"*x(n-1:-1:n-M); % predikce
e = x(n) - XP(n); % chyba predikce
w(:,ntl) = w(:,n) - alfa*e*x(n-1:-1:n-M); % uprava vah
end
figure(l); xlabel('n'); ylabel('w'); hold on;
plot(w(l,M+1l:end), 'b");
plot(w(2,M+1l:end), 'g');
plot (w(3,M+1l:end), 'c');
plot(w(4,M+1l:end), 'k'");
figure(2), plot(x(M+l:end));
figure(3), plot(x(M+l:end)-XP(M+l:end),'k"');

Obr. 5.8 Uloha 5.2 — adaptivni predikce casové rady generované staciondrnim a nestaciondrnim
nahodnym procesem.

5.4 Shrnuti

V posledni kapitole tohoto ucebniho textu byla na piikladech identifikace neznamych
systémil predstavena oblast optimalni a adaptivni filtrace nebo predikce. Ctenaf byl seznamen
s tim, jak lze postupnymi Gpravami minimalizaénich kritérii odvozenych z chyby predikce
dospét k tzv. normalnim rovnicim. Zatimco pro casové fady generované stacionarnimi
procesy lze normalni rovnice fesit béznymi postupy z linearni algebry (tj. vypoctem inverzni
matice), pro nestacionarni procesy byly ukézany dva rekurzivni algoritmy, u nichz jsou
koeficienty predikéniho filtru adaptovany v kazdém kroku tak, ze postupné konverguji
k optimalnimu feSeni pro predikci dalSich hodnot ¢asové tady. Tyto algoritmy, oznaCované
jako LMS (least-mean-squares) a RLS (recursive-least-squares), se 1iS$i minimalizacnim
kritériem. U adaptivnich filtrt LMS se vyuziva stfedni kvadraticka chyba pocitana pomoci
souborovych primérti a nepiesnosti, které¢ vznikaji pfi odhadu statistickych momentii, mohou
zpomalit pribéh konvergence koeficientl filtru. Filtry s algoritmem RLS vychazi z vazené
celkové kvadratické chyby, ve vypoctech pouzivaji pouze empirické (vybérové) statistické
momenty a konverguji k optimalnimu feSeni rychleji nez je tomu u LMS.
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Summary

This textbook Linear and Adaptive Processing of Data is primarily intended for students
and teachers of the study programe Computational Biology at the Faculty of Science,
Masaryk University. This publication has two objectives. First, to explain the basics of theory
of discrete linear systems to students or other readers interested in data analysis and
processing. The systems are viewed here both as data generators and as means by which data
can be analyzed or processed. And second, to demonstrate how selected problems in this area
can be effectively solved using computational tools in MATLAB.

The first chapter shows that it is possible to describe a discrete system not only with
difference equations, but also with its impulse response, frequency response and transfer
function or with a configuration of zeros and poles. Links among various types of system
description are also explained. Readers will acquire skills on how to build the system transfer
function using the knowledge of difference equations, how to determine the configuration of
its zeros and poles in the complex plane and how to determine whether the system is stable or
not.

The second chapter introduces the concept of linear filtration with the use of LTI systems
The LTI systems are considered as filters because they selectively choose and pass required
frequency components of time series and attenuate the others. Readers are shown how to
determine the response of the filter excited with an arbitrary time series using discrete
convolution in the time domain or using a discrete Fourier transform in the frequency domain.
Furthermore, this chapter explains frequent terminology mistakes in filter classifications FIR,
IIR and AR, MA, ARMA.

The third part of this textbook describes averaging methods for time series denoising.
Various types of quasi-periodic time series are explained and the conditions for the correct
use of the averaging methods to increase signal-to-noise ratio are stated. The influence of
particular parameters on dynamic properties of the averaging methods is discussed. The
averaging methods, which are very common tools for time series processing, are also shown
in the light of their frequency characteristics.

The fourth chapter presents a way of looking at the issue of model construction for time
series generated by random processes. The introduction will make the reader familiar with
selected statistical moments which are used to describe the properties of random time series.
Time averages as well as ensemble averages are discussed together with stationarity and
ergodicity, which are properties of subsets of random processes. The core of the chapter
consists in the methodology for stationary ARMA models by Box and Jenkins. Three basic
steps from model identification through the estimation of numerical values of its parameters
to the model validation are described.

The last chapter introduces the area of optimal and adaptive filtering or prediction, using
the example of procedures for system identification. Readers will see how to derive the so-
called normal equations from the minimization of prediction error. While common linear
algebra can be used to solve the equations for stationary time series, two recursive algorithms
are shown for non-stationary processes. Prediction filter coefficients are adapted at each time
step in such a way that they gradually converge to the optimal solution in terms of minimizing
the prediction error.
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